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Abstract 

We show that contact homology distinguishes infinitely many tight contact 
structures on any orientable, toroidal, irreducible 3-manifold. As a consequence 
of the contact homology computations, on a very large class of toroidal mani- 
folds, all known examples of universally tight contact structures with nonvan- 
ishing torsion satisfy the Weinstein conjecture. 



On montre que Phomologie de contact distingue une infinite de structures de 
contact tendues sur toute variete toro'idale irreductible et orientable de dimen- 
sion trois. En consequence des calculs d'homologie de contact, sur une tres 
large classe de varietes toroidales, tous les exemples de structures de contact 
universellement tendues de torsion non nulle connus verifient la conjecture de 
Weinstein. 
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1 Introduction 

Dans cet article, on prouve que Phomologie de contact distingue une infinite 
de structures de contact tendues sur toute variete toro'idale, irreductible et 
orientable de dimension trois. 

Theoreme 1.1 (Voir aussi [HIE], EU) Toute variete toro'idale, irreductible, 
orientable, close de dimension trois porte une infinite de structures de contact 
hypertendues deux a deux non isotopes et distinguees par leur homologie de 
contact. 

Cette approche demontre que l'homologie de contact :1T| detecte la torsion 
E] dans son cadre le plus general. La famille de structures de contact etudiee est 
la meme que dans [HIE] et [Hj. Ici, on montre que tous ses membres sont deux a 
deux non isotopes, alors qu'avec les arguments de [SimE], on obtient seulement 
l'existence d'une sous-famille infinie non explicite ayant cette propriete. En 
revanche, on n' obtient pas en general que les structures considerees sont deux 
a deux non isomorphes. 

Dans le cas des fibres en tores sur le cercle, l'homologie de contact est toujours de 
rang infini. On definit alors un invariant numerique en enrichissant l'homologie 
de contact au moyen de la fonctionnelle d'action pour distinguer une infinite de 
structures de contact sur ces varietes. 

Les exemples etudies sont les seules structures de contact universellement ten- 
dues connues - et conjecturalement les seules - sur les varietes toro'idales irre- 
ductibles. On montre ici (theoreme I4.1|) que, parmi celles-ci, sur "presque toutes 
les varietes" , toutes celles de torsion non nulle ont une homologie de contact non 
nulle. En particulier, elles verifient la conjecture de Weinstein: leurs champs 
de Reeb possedent tous une orbite periodique. Par ailleurs, dans ce cas, les 
structures non universellement tendues sont virtuellement vrillees, et verifient 
egalement, d'apres Hofer ^33, la conjecture de Weinstein. D'apres 0, les struc- 
tures de contact tendues de torsion nulle sur une variete donnee sont en nombre 
fini; d'apres ce qui precede, ce sont potentiellement les seules pour lesquelles 
la conjecture de Weinstein reste ouverte. Une preuve de la conjecture de We- 
instein pour les structures de contact portees par un livre ouvert planaire a 
recemment ete annoncee par Abbas, Cieliebak et Hofer [T]. II est vraisemblable 
que les structures de contact tendues de torsion non nulle soient toutes de genre 
superieur a 1, auquel cas nos exemples seraient disjoints de ceux de pQ. 

Une structure de contact £ est hypertendue si elle possede un champ de Reeb R 
sans orbite periodique contractible. Dans le cas ou la variete V est toro'idale, 
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toutes les orbites de R sont d'ordre infini dans le groupe fondamental iri(V). 
En particulier, tout rappel de £ dans un revetement fini de V est hyper- 
tendu, et done tendu d'apres Hofer ^3]. Lorsque V est toro'idale, 7q(V) est 
residuellement fini, et la structure £ universellement tendue. 

Toutes les varietes considerees par la suite sont orientees, et les structures de 
contact positives pour cette orientation. Les bords sont orientes par la regie de 
la "normale sortante en premier". Si A est une variete orientee, —A designe la 
variete A munie de l'orientation opposee. 

Remerciements VC remercie le CNRS pour son accueil en delegation au 
cours de l'annee 2003-2004. 

2 Construction d'une famille infinie 

Dans cette section, on decrit la construction des structures de contact non 
isotopes dans le theoreme ll.il Pour plus de simplicity, on se restreint au cas ou 
la torsion apparait dans une seule classe d'isotopie de tore. L'enonce general 
est rejete la section 0J 

On part d'une variete V irreductible, toro'idale, close et orientee de dimension 
trois. Soit T C V un tore incompressible et T 2 x [a, b] un voisinage tubulaire de 
T ~ T 2 x{(a+6)/2}. On note V la variete V = V\T 2 x]a, b[. On se donne une 
surface essentielle minimale coorientee S dans V (i.e. incompressible, bord- 
incompressible, sans disque parallele au bord, sans composante close, et qui 
minimise la nor me de Thurston dans fl^V', dV, Z) ), qui rencontre les deux 
composantes T 2 x {a, b} de dV . 

On a besoin de mesurer des pentes dans T 2 x [a, b + 2kn] , k € Z. Pour cela, 
on choisit une base ([/], [m]) de H\{T 2 ,1), et on considere la projection 

p: T 2 x [a,b + 2kir] -» T 2 = (R/Z) 2 : ((x,y),t) -» (x,y) 

de fibre [a, b + 2kir] . A toute courbe non contractible 7 dans T 2 x [a, b + 2/c7r] , 
on associe sa pente egale a (p, q) / \Jp 2 + q 2 € S 1 C M 2 , ou p et q sont definis 
par l'identite 

[p(l)]=p[l]+q[m]GH 1 (V,Z). 

Comme 7 est orientee, elle est aussi coorientee. Son cone positif C(-y) est le 
demi-cercle ferine (c S 1 ), delimite par les pentes de 7 et —7, et contenant 
les pentes des courbes 5 de T 2 qui ont une intersection homologique p(j) ■ 5 
positive. 

Une fois ces notations en place, on se repose sur la construction suivante jHj: 
Qeometry & Topology, Volume 9 (2005) 
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Theoreme 2.1 Pour tout e > 0, il existe une forme de contact hypertendue 
a e sur V et deux reels c, d > avec les proprietes suivantes: 

• le champ de Reeb R e de a e est positivement transversal a S , tangent a 
T 2 x{a,b}; 

• R t vaut cos td x — sin td y sur T 2 x [a + c, b — d] (a e vaut cos tdx — sin tdy ); 

• sur T 2 x [a, a + c] et T 2 x [b — d, b] , R e est positivement transversal a un 
feuilletage en anneau T a x [a, a + c] U {—Tb) X [6 — c', 6] , ou T a et sont 
des feuilletages en cercles de T 2 x {a} et T 2 x {b} dont les pentes sont 
e-proches de celles d'une composante de, respectivement, dS (IT 2 x {a} 
et dS n T 2 x {b} . 

On peut en particulier trouver une forme de contact hypertendue a e qui satisfait 
aux conclusions du theoreme 12.11 avec de surcroit (b — a)/ (2ir) < 1 . Pour 
tout k E N, on note alors a e ^ la forme de contact hypertendue obtenue en 
remplagant dans V le produit de contact (T 2 x [a + c,b — d], cos tdx — s'mtdy) 
par (T 2 x [a+c, b—d+2k7r] ,costdx— sin tdy) . Les formes a e> k sont hypertendues, 
done les structures = ker sont universellement tendues. 

On montre que, pour e assez petit fixe, les structures £ e> fc sont, dans la plupart 
des cas, deux a deux non isotopes. 

3 Preuve du theoreme 1.1 

La preuve utilise l'homologie de contact, definie dans la section I3.1[ et est 
subdivisee de la maniere suivante. Dans la section 13.21 on etudie le cas ou la 
pente de dS n T 2 x {a} est differente de celle de dS PI T 2 x {6} , dans la section 
13.31 le cas ou ces pentes sont identiques, et dans la section l3~H le cas des fibres 
en tores sur le cercle et des varietes obtenues par collage de deux fibres tordus 
en intervalles sur la bouteille de Klein. 

3.1 Homologie de contact 

L'homologie de contact est un invariant des structures de contact introduit par 
Eliashberg, Givental et Hofer [IT]. Nous utiliserons ici la version la plus simple 
de cet invariant : l'homologie de contact cylindrique. 

Pour la definir, on fixe une classe d'homotopie libre de lacets h de V , et on con- 
sidere le Z-module librement engendre par les orbites periodiques de R t ^ 
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dans la classe h. Si la forme de contact a e ^ est choisie de maniere generique, 
ces orbites periodiques sont non degenerees, et on peut associer a chaque orbite 
7 son indice de Conley-Zehnder ^(7). La graduation de 7 dans le module C% 
est donnee par ^(7) — 1. 

On munit la structure de contact ^ ^ d'une structure complexe J compatible 
avec la forme symplectique da e ^ . On etend ensuite J en une structure presque 
complexe, toujours notee J, sur la symplectisation (lxV,d(e a £i i)) de (V,£ e) fc), 
en posant jj^ = i? e ,fc- On considere les espaces de modules des cylindres J- 
holomorphes dans (M x V, d(e t a e ^)) , convergeant lorsque t — > ±00 vers des 
orbites periodiques de R e ^ dans la classe h. 

Lorsque la classe h ne contient que des orbites simples de R t ^ , on peut choisir 
J generiquement pour que ces espaces de modules soient des varietes lisses 
[TU] . Comme les formes a 6; k sont hypertendues, leurs champs de Reeb R Ci k 
ne comptent aucune orbite periodique contractible, et done les cylindres J- 
holomorphes ne peuvent degenerer en faisant apparaitre un plan complexe. Par 
consequent, les espaces de modules consideres sont compacts jl]. En particulier, 
l'homologie de contact cylindrique est bien definie dans cette situation. 

On definit une differentielle lineaire d: — > C^_ 1 au moyen des cylindres 
J-holomorphes dans la symplectisation (R x V,d{e l a e ^)) ■, de sorte que le co- 
efficient de 72 dans dji compte le nombre de cylindres J~holomorphes rigides 
convergeant vers 71 lorsque t — » +00 et vers 72 lorsque t — > — 00. Les es- 
paces de modules sont orientes (Hj de maniere coherente, de maniere a pouvoir 
compter les cylindres J-holomorphes rigides avec un signe. 

Cette differentielle d satisfait d 2 = , en vertu d'un theoreme de collage |Hj tres 
semblable a celui utilise pour l'homologie de Floer. On a ainsi defini un com- 
plexe (C^,d). L'homologie HC%(V, de ce complexe, appelee homologie de 
contact cylindrique, est un invariant de la classe de conjugaison de £ par tout 
diffeomorphisme qui fixe h, et en particulier par isotopie. 

On montre que pour une classe h bien choisie, les seules orbites periodiques 
dans h proviennent du produit T 2 x [a + c,b — d + 2/c7r] . On en deduit un calcul 
explicite de HC!?(V, £ e ,k, Z) (WollaireEOll. 

Dans les sections 21 et la variete V n'est pas un fibre en tores sur le cercle 
ni obtenue par collage de deux fibres tordus en intervalles sur la bouteille de 
Klein. L'etude de ces deux cas est rejetee dans la section ETH 
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3.2 La pente de dSnT 2 x {a} est differente de celle de dSnT 2 x {b} 

Dans ce cas, on peut choisir e assez petit de sorte que le secteur 

H = S 1 \ (C(dS n T 2 x {a}) U C(-(dS flT 2 x {6})) U C(.F a ) U C(-^ 6 )) 
soit de cardinal infini. 

Dans les lemmes qui suivent, on oriente les composantes de bord de tout anneau 
A dans le meme sens de sorte qu'elles soient librement homotopes dans A. 

Lemme 3.1 On suppose qu'aucune composante de V n'est diffeomorphe a 
T 2 x [0, 1] ni a un fibre tordu en intervalles sur la bouteille de Klein. II existe des 
pentes p a et pb telles que, pour tout anneau A immerge dans V , dA C dV , 
les pentes des deux composantes de dA C T 2 x [a, b] appartiennent toutes deux 
a {±p a ,±pb} , ou soient identiques. 

Demonstration Si A n'est pas essentiel, il est homotope a un anneau inclus 
dans dV et les pentes de ses deux composantes de bord sont identiques. 

Sinon, A est homotope a un anneau A' inclus dans une composante V" de 
la decomposition de Jaco-Shalen-Johanson de V' qui est un fibre de Seifert 
(d'apres le Mapping Theorem de Jaco-Shalen ^Sj). Les fibres de V" rencontrent 
T 2 x {a} ou T 2 x {b} ; on note p a ou pb leur pente dans T 2 x [a, b] . 

Par hypotheses, V" n'est pas un fibre tordu en intervalles sur une bouteille de 
Klein ni le tore epais ni un tore solide. D'apres Jaco-Shalen (Lemme II. 2. 8, 
[T5]). les pentes des composantes de bord de A sont ±p a ou ±pb- □ 

Soit 70 une courbe de T 2 x [a, b] dont la pente est dans H \ {±p a ,±pb}. On 
note h sa classe d'homotopie libre. 

Lemme 3.2 Si aucune composante de V n'est un tore epaissi ou un fibre 
tordu en intervalles sur la bouteille de Klein, toute orbite de R t ^ dans la classe 
h est incluse dans 

T 2 x [a + c,b - c + 2kir] 
et est de meme pente que 70 . 

Demonstration Soit 71 une orbite periodique de i? £) fc librement homotope a 
7o- Elle est incluse soit dans T 2 x [a + c,b — d + 2/c7r] , soit dans T 2 x ([a, a + 
c] U [b - d + 2kn, b + 2kx\) , soit dans V . 
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L'existence d'une homotopie entre 70 et 71 fournit l'existence d'un anneau 
immerge A = ^(S 1 x [0, 1]) , OA = j U 71 . 

Par une homotopie de A, on se ramene a un anneau encore lisse, toujours note 
A, mais qui est egalement transversal a T 2 x {a, b + 2kir} et tel que toutes 
ses intersections avec T 2 x {a,b + 2/c7r} soient non contractibles dans V. Pour 
obtenir cette deuxieme propriete, on conjugue le fait que les tores T 2 x {a, b + 
2/c7r} sont incompressibles avec le resultat d'un algorithme classique de Haken. 
A la source dans S 1 x [0, 1] , les preimages par <f> des courbes d'intersection 
forment une collection de courbes disjointes et paralleles. Elles decoupent S 1 x 
[0,1] en une collection d'anneaux. On note 5i,...,5 p -i leur image par <\> et 
Ai,...,A p celle des anneaux. Par convention, 70,^1 C A±, 7i,<5 p _i C A p et, 
pour 2 < k < p — 1 , dAk = 8^-1 U 8^ ■ 

Par construction, A\ C T 2 x [a, 6 + 2A;7r] et done la pente de 8\ est identique 
a celle de 70. D'apres le lemme IXT1 la pente de 82 est soit la meme que celle 
de 5\ , soit 5\ et 82 ont pour pente ±p a et ±pfe . Par hypothese, ce n'est pas 
le cas pour 70 , done ce n'est egalement pas le cas pour 8\ . On en deduit que 
la pente de 82 est la meme que celle de 8\ . Une recurrence immediate montre 
que, pour 1 < p — 1 , le pente de 8^ est la meme que celle de 70 . 

Si 71 C T 2 x ([a, a + c] U [b — d + 2A;7r, b + 2k7r]) , alors on a aussi 

i p C T 2 x ([a, a + c] U [6 - c + 2/cvr, b + 2/cvr]). 

La pente de 71 est dans ce cas egale a celle de 70 . Ceci met en contradiction le 
choix de h et le fait que le champ de Reeb soit positivement transversal a un 
feuilletage T a x [a, a + c] U (— Fj,) x [b - d + 2kn, b + 2kn] . 

Dans le cas oil 71 C V , on observe que [8 p -i] € Hi(V', Z) a, dans V', une inter- 
section negative avec [S] £ H2(V , dV , Z) . Comme [71] = [<5 p -i], l'intersection 
de [71] avec [S] est egalement negative. Ceci contredit le fait que toutes les in- 
tersections de 71 avec S sont positives (car le champ de Reeb est positivement 
transversal a S). 

Pour finir, si 71 est dans T 2 x [a + c,b — d + 2kir] , sa pente est la meme que 
celle de 7o- □ 

Corollaire 3.3 Pour e assez petit, si V n'est pas un fibre en tores sur le cercle 
et si aucune composante de V' n'est un fibre tordu en intervalles sur la bouteille 
de Klein, HCft(V,£ e ,k) - Z fc . 

Demonstration On a exactement k cercles d'orbites de R e f. dans la classe h 
qui sont toutes situees dans T 2 x [a + c, 6 — d + 2kir] . Toutes les orbites de ces 
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families ont la meme periode. Par consequent, les seuls cylindres holomorphes 
entre des orbites de la classe h dans la symplectisation de (V, a e ,fe) sont les 
cylindres verticaux. En s'inspirant de techniques a la Morse-Bott j2], on peut 
perturber la forme de contact a e: k au moyen d'une fonction de Morse / ayant 
exactement un maximum et un minimum sur chaque cercle d'orbites de la classe 
h, de sorte que chaque cercle donne lieu a deux orbites non degenerees, l'une de 
degre —1 et l'autre de degre 0. Ces orbites sont les generateurs du complexe de 
chaine pour l'homologie de contact. Apres la perturbation, les seuls cylindres 
holomorphes d'index 1 correspondent aux trajectoires du gradient de /. Leurs 
contributions a la differentielle du complexe de chaine s'annulent done deux a 
deux, et chaque generateur du complexe de chaine donne lieu a un generateur 
de l'homologie de contact. □ 

Dans le cas ou une seule composante V\ de V (attachee par exemple le long de 
T 2 x {b}) est un fibre tordu en intervalles sur la bouteille de Klein, on se ramene 
au cas precedent par passage au revetement. Soit en effet it: T 2 x [— 1, 1] — > V\ 
une application de revetement de degre 2 qui est compatible avec la forme de 
contact cos tdx — sin tdy de T 2 x [-1, 1]. Si T 2 = (M/Z) 2 , la projection vr est 
le passage au quotient pour la relation d'equivalence: (x, y, t) ~ (x, —y, —t) . 

On munit V\ de la structure de contact quotient. On designe par V% l'autre 
composante de V' . 

On note (W, Ve,k) le revetement de degre 2 de (y,^ e ^) obtenu en collant deux 
copies du complementaire de l'interieur de V\ dans V au revetement 7r -1 (Vi). 
Dans W , le tore epais 

p = T 2 x [a, b + 2kir] U 7r -1 (Tq) U T 2 x [a, b + 2kir] 

joue le role de T 2 x [a, b + 2/c7r] dans V: la structure r\ e ^ y est conjuguee a 
un produit (T 2 x [a', b'}, ker(cos tdx - sin tdy)), Akir <V - a! < (4k + 2)tt. Le 
complementaire de P dans W est constitue de deux copies de V2 munies de la 
structure de contact ker a e fl . 

D 'apres le theoreme 12.11 pour tout e > 0, il existe c, c' > et une forme de 
contact f3 ej k pour rj €> k qui vaut a €i o sur W \ P, cos tdx — sin tdy sur T 2 x 
[a + c,b + 2k7r] U n^HVi) U T 2 x [a,b - d + 2kir\ et dont le champ de Reeb est 
positivement transversal a un feuilletage T a x [a, a + c] U (— Tb) x [b — c' , b] dont 
les deux pentes dans P sont e-proches de celles des copies de dS dans dP. 

De plus, les pentes dans P des deux copies du bord de S situees de part et 
d'autre de P sont opposees. 



Qeometry & Topology, Volume 9 (2005) 



Homologie de contact des varietes toroidales 



307 



Grace a l'etude precedente, on montre que, pour e assez petit, les structures r} e ^ 
sont deux a deux non isotopes dans W . C'est done aussi le cas des structures 
de la famille (£ e ,k)k&- 

3.3 La pente de dS n T 2 x {a} est egale a celle de dS n T 2 x {fe} 

Si T separe V , la surface S se decompose elle aussi en deux composantes situees 
de part et d'autre de T 2 x [a, b] . II suffit de changer l'orientation d'une des deux 
composantes de S pour se ramener au cas precedent: on definit une nouvelle 
famille de structures (€' €k )keN deux a deux non isotopes. 

Si T ne separe pas V, on modifie la structure sur V en collant a la restric- 
tion de a £i o sur V \ T 2 x]a + c,b — d[ le produit (T 2 x [a + c,b - d + (2k + 
l)vr], cos tdx — sin tdy). La structure £' . ainsi obtenue n'est pas orientable. 
Elle le devient si on consider e son rappel dans le revetement W de degre 2 
de V obtenu en collant deux copies de V \T 2 x]a + c,b — c'[ a deux copies de 
T 2 x [a+c, b — c' + (2fc + l)7r] . Dans W , on recupere une forme de contact en 
prenant cos tdx— sin tdy sur 7r _1 (T 2 x [a+c, b— d +(2k+l)ir\) et, respectivement, 
a £i o et —a tt o sur les deux exemplaires de V \ T 2 x]a + c,b — d + (2/c + l)vr[. 

On se fixe une composante P de 7r _1 (T 2 x [a + c, 6 — c' + (2/c + l)vr]) dans 
W . L'autre est notee Q. Le champ de Reeb associe a la forme (3 €: k est 
transversal aux deux rappels Si et S2 de S, positivement dans un cas (Si) 
et negativement dans l'autre. On considere alors la surface S' = Si U S2. On 
choisit e petit pour que H = S 1 \ (C(dS') U C(T a ) U C(-^ 6 )) soit de cardi- 
nal infini. Comme precedemment, on note p a et p;, les pentes des eventuelles 
composantes fibrees adjacentes a P dans la decomposition de Jaco-Shalen- 
Johanson du complementaire de P dans W . On fixe une classe homotopie 
libre h d'une courbe de P de pente dans H \ {±p a , ±Pb} ■ 

On montre, comme dans la partie precedente, que toute orbite du flot de Reeb 
de (3 e> k dans la classe h doit provenir de l'une des preimages de T 2 x [a + c, b — 
d + (2k + l)7r] (dans le cas qui nous interesse, aucune composante de V' n'est 
un tore epaissi, un fibre tordu en intervalles sur une bouteille de Klein, ou un 
tore solide). De plus, les seules orbites de Q homotopes a une orbite de P sont 
homotopes a des orbites de pente ±p a ou ±Pb- En consequence, on obtient le 
corollaire: 

Corollaire 3.4 Pour e > assez petit, HCft(W, ker /3 e>fc , Z) ~ Z k . 

On en deduit immediatement que, pour e fixe assez petit, les structures de la 
famille (£,' ek )k<=N sont deux a deux non isotopes sur V. 
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3.4 Deux cas particuliers 

On traite ici le cas des fibres en tores sur le cercle et des varietes obtenues par 
collage de deux fibres tordus en intervalles sur la bouteille de Klein. Dans ces 
deux cas, les families de structures sont explicites. 

Comme une structure de contact sur un fibre tordu en intervalles sur la bouteille 
de Klein est le quotient par Z2 d'une structure de contact sur un fibre en tores 
sur le cercle, ces deux situations sont analogues. Nous ne traiterons done que 
le cas ou V = (IR/Z) 2 x [0, 1]/ ~, avec les identifications (x,y, 1) ~ (A(x,y),0) 
pour A G SX(2, Z). Les structures de contact = kera e fe introduites dans 
la section 2 sont isotopes aux structures de contact = ker definies par 



Soit A* la transposee de la matrice A. Les nombres < a, b < 2n sont choisis 
de sorte que (cos b, sin b) = A t (cos(a + b), sin(a + b)) . 

On distingue trois cas selon la monodromie A: 

(i) Si |tr^4| < 2, la monodromie A est d'ordre fini dans SX(2,Z). Par 
consequent, toute classe d'homotopie libre h dans T 2 ne contient qu'un 
nombre fini d'orbites de Reeb fermees. 

(ii) Si \tvA\ = 2, la monodromie A est conjuguee a 



dans SL(2, Z) pour un certain entier n. En particulier, il existe une classe 
d'homotopie libre h dans T 2 ne contenant qu'un nombre fini et non nul 
d'orbites de Reeb fermees. 

(iii) Si \trA\ > 2, la monodromie ne preserve aucune direction de pente ra- 
tionnelle. Par consequent, toute classe d'homotopie libre h dans T 2 con- 
tient un nombre infini d'orbites de Reeb fermees, lorsque k > 1. 

Pour calculer la differentielle du complexe pour Phomologie de contact, nous 
aurons besoin du lemme suivant. 

Lemme 3.5 Soit F: (MxS'j'J^fEx V, J) un cylindre holomorphe dans 
la symplectisation de (V,ak) et aboutissant en t = —00 a une orbite de Reeb 
ievm.ee dans T 2 x {zq} . Alors le cylindre F(R x S 1 ) est contenu dans R x T 2 x 



ait = cos((a + 2kir)z + b)dx + sin((a + 2kit)z + b)dy. 
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Demonstration Supposons par contradiction qu'il existe p £ R x S tel que 
F(p) £ R x T 2 x {z }. Sans perte de generality, on peut supposer que z o 
F(p) = zq — e ou zq + e, pour un petit e > 0. Pour fixer les idees, on choisit 
z o F(p) = z + e. 

Par le theoreme de Sard, on peut choisir deux valeurs regulieres z\ et zi de 
la fonction z o F sur 1x5', satisfaisant zq < Z\ < Z2 < zq + e. Comme il 
n'y a pas d'orbite de Reeb fermee de classe h dans T 2 x [21,22] pour e > 
suffisamment petit, le sous-ensemble C ZltZ2 = F _1 (R xT 2 x \z\, 22]) du cylindre 
R x S 1 est non vide, compact et borde de lacets simples et lisses. De plus, les 
images de ces lacets dans IxF sont soit contractibles, soit de classe h. 

Par le theoreme de Stokes, on a 



Ces deux integrales sont aisement calculables, puisque la 1 -forme est fermee 
sur les sous- varietes T 2 x {z\\ et T 2 x {22} • Leur difference est nulle ou du 
signe de cos((a + 2/c7r)(z2 — Zq)) — cos((a + 2kw)(zi — zq)) < selon que la classe 
d'homologie de i ?_1 (R x T 2 x {zi}) est nulle ou correspond a h. 

D'autre part, comme F est holomorphe, on doit avoir F*dak > sur R x 
S . Par consequent, la 2-forme dak doit s'annuler sur C ZliZ2 , de sorte que F 
est un cylindre vertical au-dessus d'une orbite de Reeb. On obtient ainsi une 
contradiction. □ 

Comme dans le corollaire lci.31 on deduit de ce lemme que la differentielle du com- 
plexe definissant l'homologie de contact HCqIV,^) est identiquement nulle. 
Par consequent, si h est une classe d'homotopie libre dans V contenant un 
nombre fini et non nul d'orbites de Reeb fermees, alors le rang de iICo(V,£fc) 
depend de k. Plus precisement, si m designe le plus petit entier strictement 
positif tel que A m h = h, alors 



En particulier, dans les cas (i) et (ii), les structures de contact sont non 
isotopes pour des valeurs differentes de k. 

Si h est une classe d'homotopie libre dans V contenant un nombre infini 
d'orbites de Reeb fermees, l'homologie de contact est de rang infini pour tout 
k et ne permet pas de conclure. On utilise alors l'homologie de contact en con- 
jonction avec la fonctionnelle d'action, qui associe a toute orbite de Reeb fermee 
sa periode. Soit a une forme de contact pour une structure de contact £ sur V; 

Qeometry & Topology, Volume 9 (2005) 




rang HCS(V,£ k+1 ) = rang HC^(y^ k ) + m. 



310 



Frederic Bourgeois and Vincent Colin 



on note HC* ' (V, a) Pensemble des classes d'homologie dans HC^(V, a) ayant 
un representant de periode inferieure ou egale a T . Notons que ceci depend du 
choix de la forme de contact a pour £. On defmit 

Thar \ v ran S HC* ,T (V,a) 

h {V, a) = lim — 

T^oo In 1 

lorsque la limite existe. Dans le cas contraire, il est encore possible de definir 
Z*(X a ) e * I*{V,a) en utilisant une limite inferieure ou superieure respective- 
ment. 

Lemme 3.6 La quantite I*(V, a) ne depend que de la classe d'isotopie de £. 

Demonstration Considerons la forme de contact ca pour c > 0. On a 

h , > rang HC*' T (V,ca) 
lAV,ca) = r hm — 

,. rang FC t ' c (V, a) 

= lim 

T^oo InT 

, rang HC* ' c (V, a) In T — In c 

= lim = 

r^oo In - In T 

c 

= iH(y, a ). 

Soient a± et a 2 deux formes de contact sur V . On dira que ot\ < a 2 si on peut 
munir Ex V d'une forme symplectique u exacte telle que uj = d(e t cx 2 ) lorsque 
t < et uj = d{e t ~ to a\) lorsque t > to, pour un certain to > 0. Si a\ et a 2 
sont des formes de contact pour des structures de contact isotopes sur V alors 
il existe c > tel que ca\ < a 2 ■ 

Si a\ < a 2 alors rang HC^ (V, 02) < rang HC*' (V,a\). En effet, en vertu 
des proprietes fonctorielles de l'homologie de contact au cobordisme sym- 
plectique (R X V,w) correspond un isomorphisme 

$: HC!:(V,a 2 ) ^HC^V, ai ) 

tel que $(ifC*' (V, 02)) C ilC*' (V, ai). Par consequent, si a\ < 02 alors 

ii(v,a 2 )<ii(y, ai ). 

La conclusion suit de ces deux proprietes de I* . □ 

En vertu de ce resultat, nous utiliserons plutot la notation I* (V, £), qui ne fait 
plus apparaitre la forme de contact a. 
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Calculons maintenant Io(V, lorsque \tiA\ > 2, en considerant plutot la 
variete de contact (T 2 x [0, La classe d'homotopie libre h dans V corre- 
spond aux classes d'homotopie libres A n h dans T 2 x [0, 1] , pour n£Z, Ilya 
k ou fc + 1 orbites de Reeb fermees dans la classe d'homotopie libre A n h; cette 
alternative ne depend que de £o lorsque |n| est sumsamment grand. L'action 
de ces orbites est donnee par ||A n /i|| ~ CA' n l lorsque |n| est grand, ou A > 1 
est l'une des valeurs propres de A. On en deduit que I^V,^) es t egal a j 2 ^ 

ou 2 . En particulier, les structures de contact ne sont pas isotopes pour 
differentes valeurs de k > 0. 



4 Generalisations 

L'etude proposee ci-dessus s'adapte dans le cas ou la torsion est non nulle dans 
plusieurs classes d'isotopies. 

Plus precisemment, soient To,...,T n des tores incompressibles deux a deux dis- 
joints et non paralleles dans une variete close et irreductible V. On note 
Tix]di,bi[ un voisinage tubulaire de Tj dans V (choisis deux a deux disjoints) 
et S une surface minimale essentielle coorientee dans V = V \ Ui(TjX]ai, bi[) 
qui rencontre toutes les composantes de dV . 

Comme dans le theoreme 12.11 on munit V , pour e > 0, d'une forme de contact 
a e , dont le champ de Reeb R e possede, pour tout < i < n, les proprietes 
suivantes: 

• R e est positivement transversal a S, tangent a Tj x {aj,6j}; 

• R e vaut cos td x — sin td y sur Tj x [m + c,bi — c'] ( a t vaut cos tdx — sin tdy ) ; 

• sur Ti x [di,ai + c] et Tj x [6j — c',6j], R € est positivement transversal 
a un feuilletage en anneau T ai x [aj,aj + c] U (—J 7 ^) x [h — c',6j], ou 
jF a . et Tb t sont des feuilletages en cercles de T x {aj} et T x {6j} dont 
les pentes sont e-proches de celles d'une composante de, respectivement, 
dS n T x {aj} et 8Sn Ti x {6j}. 

Sur chaque produit Tjx]aj,6j[, on remplace le produit de contact (T x [aj + 
c, bi — c'] , cos tdx — sin tdy) par (T x [aj + c, 6j — c' + 2fcj7r] , cos tdx — sin tdy) , pour 
un certain ki G N. On obtient ainsi une certaine forme de contact a e ^ ,...,k n - 

En reprenant le meme raisonnement que precedemment, et avec les notations 
introduites ci-dessus, on montre le theoreme suivant: 
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Theoreme 4.1 Si, pour un certain < i < n, S H Tj x {aj} et S n Tj x {6j} 
ne sont pas de pente opposee (en projection dans Tj j et si fcj > 1 , afore il existe 
une classe d'homotopie hi de courbe dans Ti pour laquelle: 

En particulier, la structure £k ,...,k„ verifie la conjecture de Weinstein. 

Tous les exemples de structures de contact universellement tendues connus 
sont de ce type. La restriction principale dans l'enonce du theoreme 14,11 est 
topologique et porte sur la pente de dS D Tj x {oj, hi] . 
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